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Um pouco de algebra dos numeros complex
a) Conceito de conjugado de um nimero complexo

Por definicdo, chama-smnjugadode um numero complex= X + yiao seguinte nUmero complexo= x - y.i
Em termos de pares ordenados, semddx, y) a definico seria escrita assién= (x, -y). Observe que afixo de
a (isto €, a representacdo grafica do conjugado) @erssiste num ponto do plasgmétrico ao afixo de aen
relacdo ao eixo real.

Esse conceito apresenta uma propriedade interessahti = ¥+ y? (ou, equivalentemente, a*a :2]a|
Por exemplo, se a =1 + 2.i, entdo seu conjugads & - 2.i, e o produto a * & vale 5. Confira:

(1+2i).(1-20)=2+2=5
Divisdo de numeros complexos

Vejam como a coisa esta se tornaadistrata: queremos dividir, por exemple, = 2 + 3.i porz, = 1 + 2.i. En
termos de pares ordenados, isso significa diy®jiB) por (1, 2).

Dividir pares ordenados - vejam aonde o desenvelninda teoria dos nimeros complexos esta nos ziowid)

Recapitulemos um pouco

Primeiro, tivemos que definir o produto de doisegaprdenados, coisa que jA deu bastante trabatfis
precisdvamos encontrar uma definicdo que estendesaétiplicacdo de nUmeros reais para o campo exo,
tendo em vista ainda que era nosso objetivo ofase novo conjunto de nimeros, a raiz quadrada de

Depois, tivemos que verificar que as propriedads®dativa, comutativa, distributiva, etc., da mplitacdo «
adicdo de numeros reais, continuavam validas ngeamemplexo. Finalmente, tivemos que verificar @

unidade imaginariamerecia mesmo esse nome, ou sﬁa,: -1

E agora estamos querendo dividir pares ordenados.felizmente, essa divisdo é definida em termo
multiplicacao, alias seguindo as pegadas do casglpande dizemos:

dividir o nimerod, pelo nimeral, diferente de zero significa obter o nimerdal qued, =m * d.,.

Por exemplo19 dividido por2 vale9,5 porqued,5* 2 =19.

De maneira inteiramente anéloga define-se esseitormn C:

Dividir um nimero complexa,; = a + b.ipelo nuimero complexodo nulo z, = ¢ + d.isignifica obter um tercei
ndmero complexa = p + ¢.ide modo que, = w.z,. Nesse caso, escrevemnsiz, = w.

Portanto, a divisdo dg porz, (ndo nulo)implica em obter um terceiro numero, tal quez, = w.z,. Sera qu
sempre existe esse nimero? nesse caso, como € ele?

Operacionalmente, a determinacéondetiliza o conceito de conjugado de um numero cemlvisto acima. Is
€, precisamos obter=p + g.ital que:

w.z, =2,
ou seja:

(p+qgi)*(c+di)=a+h.

Multipliquemos a igualdade membro a membro pelqugado dez,, isto &, poi(c - d.i):
(p+q.i) * (c+d.i) * (c-d.i) = (a+ b.i) * (c- d.i)

(p + q.i) * (2 + dd = (a.c - b.d) + (b.c - a.d).i

p+g.i=((a.c-b.d)+(b.c-ad))/ (c2 + d2) (isto é possivel, pois,z ¢ + d.i ndo € nulo)

Identificando as partes reais e imaginérias, te
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p=(a.c-b.d)/E+dd
e
q=(b.c-ad)/E+dd
Em termos de pares ordenados, podemos escrever:
(a, b) / (c, d) =( (a.c-b.d)/ (€ +d?), (b.c-ad)/(é+dd)

Realmente, é uma formula horrivel, por favor, ja@adecore!

Mas pelo menos ela demonstra que sempre exist€, entesultado da divisdo de um ndumero complexaupt
outro, desde que este Ultimo seja diferente de)(0,

Observacédo: na prética, para dividir dois niumeros complexostdanultiplicar o primeiro pelo conjugado
segundoExemplo:

@+3i)/@+2)@+3.)*@-2))/(@a+2ih*@a-2.p)

+30)/QL+20)=@2-4i+3i-B) | (B+2

2+3i)/@A+2i)=@B-i)/5

Finalmente:

(2+3.i)/(1+2i)=8/5-il5

Vocé pode "tirar a prova" facilmente; basta muiltigd (1 + 2.i) por (8/5 - i/5); o resultado seralmente (2 + 3.i).

Embora o conceito de divisdo de ndmeros complerobat se inspirado nos numeros reais, veja co
desenvolvimento da teoria dos complexos realmdireeavenidas inteiramente novas de percepgao lcagio.

A forma polar (ou trigopnométrica) dos nimeros compxos

Inicialmente, vejamos o que se entende por modelond nUmero complexo z = a + b.i.
Por definicdo, chama-se modulo de z é o seguinteeraipositivo ou nulo:

lzl= . =2 +b*

Agora, observe a figura abai
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COS0 = ———
Tenwos: |z
a
senf = ——
]
a=|Zl.cosa
logoe
b=|z|.=ena
athi=|Z|coso+ |2 senao.l

Formma poar de z=a+ b

=12 | fcos o+ i sen a)

Vemos que um numero complexo ndo nulo z = a +oh.i ¢e preferirem, z = (a, b)), ao ser represe
no plano de Argan&auss, da origem a uma figura onde se forma umguiéa retangulo cuja hipotent
cuja medida é exatamentemddulo de z, senda o angulo formado pelo eixo real e 0 segmento qé
a origem O = (0, 0) com o ponto do plano que regmeg  (ponto esse denominadbxo de z).

A figura acima, de forma bem detalhada, mostrauwmeiimero complexo nao nulo z = a + b.i pod
representado marma polar, (ouforma trigonomeétricg, que € a seguinte:= |z|.( cost + i.sena).

Essa formula permite resolver completamente a p@efio e radiciacdo no campo dos nan
complexos, operacfes essas que sdo definidas deirammamaloga as correspondentes operacd

campo real.

Isso se deve ao fato de que, para elevar um nucoenplexo ao quadrado, por exemplo, obtemo

resultado incrivel que facilita grandemente egsede operacao.

Temos:
z = |z].( cost i.senq)
2=|z|%(cosa + i.sena) 2
7 =|z|? .(cos® a - sen’ a + 2.semt .cosa .i)
Lembrando, da trigonometria, que

2a-senfa

COS2= cos

e

semiZ= 2.sem .cosa
podemos escrever:

22 =z|? .(cos & + i .sen 2)
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Uma formula incrivel: ela nos informa, para elewar nimero complexo ao quadrado, ndo apenas
modulo deve ser elevado ao quadrado, mas tambéesdeduplicar o angulo que ele forma com o
X (isto é, o angulo formado pelo segmento OP e® reial, onde O = (0, 0) e Pafixode z = a + b.i).

E o mais importanteeverificase que essa formula se preserva para qualquer expaente inteir
positivo ou negativo

Em outras palavras, pode-se provar que:
z "=|z|" .(cos m +i.sen o)

Curiosidades:

1) Note que essa formula confirma um fato comuna pemmeros reais, isto €: nUmeros reais pos
elevados a qualquer expoente resultam em valorsgivos, mas numeros reaigegativossoment
guando elevados a expoentparesresultam em valorepositivos quando elevados a expoel
imparegesultam em valoresegativos

Vocé pode checar esse fato na férmula acima, peistimeros reais positivos, "vistos" como nun
complexos, formam angulo d¥ com o eixo X, por isso, quando elevados a qualgyeoente semp
"cairdo" sobre sobre o lado positivo do eixo xtosiguesen ® =0ecos ® =1

J& 0s nimeros reais negativos, "vistos" como nisnamplexos, formam angulo d8° com o eixo »
e por isso, quando elevados a expoentes pareiséd'taobre sobre o laduositivodo eixo X, visto gt

formardo angulosongruentes com 8, portanto com o seno valendo zero e o cossenndale.

Mas, se elevados a expoentes impares "cairdo" sobre o ladmegativodo eixo X, visto que formar
anguloscongruentes com 189 portanto com o seno valendo zero e o cossenadalid..
2) Suponha que |z| = 1, isto é, o numero complessy modulo unitario. Nesse caso, seu afixo (aq

gue o representa no plano de Arg&mliss) estara numa circunferéncia de raio uniteidrada r
origem. Substituindo |z| por 1 na formula da patg@o, temos:

(cosa +i. sena)" = (cos m + i .sen m)

Um resultado notavel, chamada férmulaDeeMoivre (em homenagem ao notavel matematico fra
gue viveu del667 a 1754). Se vocé imaginar numesogplexos de modulo unitario como um v
centrado na origem e com extremidade numa circéinééa também de raio unitario, essa formula m
gue ao elevar tais nimeros ao quadrado, cubo, tais.,vetores giram" no sentido anthorario
respectivamente duplicando, triplicando, etc. apifos que originalmente eles faziam com o eixo. real

Em particular, temos:= 0 + 1.i = cos 99+ i. sen 96
Vejamos as 5 primeiras poténciaside

il =cos98+i.sen98 = 0+ 1l.i= i (é apropria unidade imaginaria)

i2=cos 188 +i.sen 188=-1+0.i= -1 (cai sobre o eixo real, formando angulo de®1&im o eix:
real)

i%=cos 270 +i.sen 278 = 0 + (-1).i =-i (cai sobre 0 eixo imaginario, formando angulo de°2dm «
eixo real)

i4=cos 368 +i.sen360= 1+0.i = 1 (cai sobre o eixo real, formando angulo de®3&tm o eix
real)

i°=cos 450 +i.sen 450= 0 + 1.i = i (cai sobre o eixo imaginario, formando angulo dé°4®m c
eixo real)

e assim por diante, ciclicamente, pois os angubtisias ficam congruentes com os ja obtidos em €
anteriores
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Radiciacdo em C

A férmula z" = |z|" .(cos mx + i .sen r) , que nos mostra como obter e poténcia enésima=de).( co

o + i.sena), ndo sera aqui demonstrada; tudo o que fizemoagfdicar sua validade apenas para o
particular n=2. Ela é valida, porém, para qualquaor inteiro de n. Sugerimos aos interessado:
consultem bons livros de Matematica do Colegiakapeer a demonstracdo dessa importantis
formula.

Consideremos agora o problema da extracdo de madweapenas quadradas, mas de qualquer ind
campo complexo.

Seja z um numero complexo genérico, cuja formamagnétrica & = |z|.( co:x + i.sena), e queremc
obter um outro nimero complexes |w|.( cof3 + i.senf), que seja uma raiz enésima de z.

Isto €, w deve ser tal que satisfaca a seguinwdgdew" = z

Solucéo:

Pela formula da potenciacdo, podemos escrever qué:= |w|" .(cos I8 + i . sen 1)
Logo:

[Wl= ||

cosf=cosa (I)

senfB=sena (Il)
A solucéo sera dada por:

Iw| = |A4Y™, ou seja, o médulo de w sera a raiz enésima dallmdte z, o que ndo é nenhum probl
pois trata-se da extracdo de raiz de um numerdimsi

E quanto ao angulp que o veto©Ow forma com o eixo real? (estamos representand®@poo segment
gue une a origem do plano de Argand-Gauss ao déixaimero complexw).

Revisando um pouco de Trigonometria, ndo € diflgt que a solucdo do sistema de equs
trigonomeétricas (I) e (Il) sera dada por:
nB = a+k* 360 (ondek=0,1,2,3,..)

Logo,
B= (@ +k*360°)/n
Aplicagao
Por exemplo, determinemos as raizes cubicas daigripdade imaginaria i.

Temos:
i=0+ 1.i=cos 99+ i. sen 98

Seja w= |w|.( coB + i.senf)
Entdo, se w é uma raiz cubicaigdentdo, comotem modulo 1, teremos necessariamente |w| = 1.
Portantow = cosp + i.senf.

Tudo que precisamos € obter os valores de b. Pitagio da formula de De Moivre, viré:
w3 =cos B +isen B

Logo, 3B = 9P + k * 360°
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assim,p = 3 + k * 120 ° (com k variando de 0 a 2, porque valores de 3 emte&indo represent:
novas solucdes)

Eis portanto as solucgdes:

k =0 ====>w, = cos 30 + i.sen 30
k=1====>w = cos 150 + i.sen 156
k= 2====>w = cos 278 + i.sen 270

Finalizando

Mais uma vez, queremos recordar que, embora gagtoale descobertas fascinantes, nao nos ind
tanto abarcar, neste modesto trabalho, todo o delsémento da teoria dos numeros complexc
deducédo das férmulas, a aplicacédo delas na resotlgcgroblemas, etc.

Interessanos principalmente desvendar os mistérios do asscotno tudo isso surgiu e se desenvc
ao longo dos séculos. E foram séculos mesmo. ldojap herdeiros de todas essas descobertas.
intenso trabalho desenvolvido por matematicos gemaéo podemos ser meros aplicadores de forn

Vejamos, porém, alguns pontos interessantes, gameate sdo comentados.
1) "Imerséo" de Rem C

Um ponto que ficou pendente é a melhor fundameaotdagddentidade que se faz entre um nimero
e 0 numero complexo (x, 0).

O que permitiu tal identificacdo, até agora, fohgiesmente o fato de que um numero redem a mesn
representacdo gréafica que o par order(@d6), escrevendo-se ent&o= (x, 0) Mas, como ja dissemos, devel
ter em mente que x € um nimero de uma dimens&pQeé um nimero de duas dimensdes.

Quem nos garante que toda e qualquer operacaoeqteca com (x, 0), no campo complexo, conduziré
mesmos resultados que as correspondentes operagigtas ao campo real, dariam com o nimeroxfeal

Essa € uma pergunta sutil, porém de fundamentabrifmcia. Ela tende a passar despercebida; simeiee
consideramos que= (X, 0)e vamos em frente.

Tomemos, por exemplo, a férmula da potenciacdo em C
z "=|z|" .(cos m + i .sen )
Vimos nesta mesma pagina, na primeira "curiosidagded amostra do que queremos dizer:

"Note que essa formula confirma um fato comum pd@raemnos reais, isto €: nameros reais posit
elevados a qualquer expoente resultam em valore#tiyiss, mas nameros reaiggativossoment
guando elevados a expoentparesresultam em valorepositivos quando elevados a expoer
imparesresultam em valoresegativos.

O que estd em causa € o seguinte: serd que as@gsermn C, por exemplo a potenciagdo acima, q
aplicadas a numeros reais, dara sempre os messutades que a potenciagdo comum de nur
reais?

Idéntica pergunta podemos fazer com respeito &iegdio de numeros complexos. Tragade um
férmula razoavelmente complicada, que envolve atéoserigonométricos. Ela permite inclusive ex
raizes quadradas de numeros negativos, coisa galic@acdo comum nao permite fazer en
Precisariamos saber se as raizes complexas de asimea&is positivos sempre resultam os me
valores que as raizes reais comuns desses mesmesos
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Para responder a essas perguntas, define-se afune& (x, 0), que associa, a cada numero real,
ordenado em que esse numero X figura como princeibadenada, sendo nula a segunda. Tgatd+
uma funcao biunivoca, que possui as seguintesipdaules:

f(x+y) &g +1(y)
e
f(x.y) = f(Ky)

A demonstracéo da primeira propriedade é simples:

f(x+y)=(x+y, 0)=(x 0)+(y, 0) =f(x) Ky)

Quanto a segunda, lembse-de que a definicdo de produto de pares order@adiasla pela seguil
expressao:

(a, b) *(c,d)=(a.c—b.d) + (a.d + b.c)
Logo:

f(x.y) = (x.y, 0) = (x, 0) * (y, 0) = f(x).f(y)
Isso significa basicamente que, ao somar nUmeeais xee y, obtendo resultado z, a adicdo em C @&
numeros complexos (x, 0) e (y, 0) dara o resul{add). E inversamente.

Da mesma forma, ao multiplicar nimeros reais x @yendo resultado z, a multiplicacdo em C co
nameros complexos (x, 0) e (y, 0) dara o resul{add). E inversamente.

Portanto, o conjunto dos nimeros reais e 0 congiosonimeros complexos da forma (x, 0), para t
real, comportanse do mesmo modo no que diz respeito as operaeddigho e multiplicacdo, o mes
ocorrendo com as operacdes de divisdo e potenciaigdo que estas sdo definidas a partir das
anteriores.

Assim, os dois conjuntos numéricos, embora formateneliferentes, ndo apenas admitem a m
representacdo grafica - pontos do eixo realmo também se comportam do mesmo modo em rela
operacOes de adicdo e multiplicacdo. Dizemos eqi@oos dois conjuntos sdsomorfos(possuem
mesma forma), e a funcao x ---> (x, 0), definidéeesormente, € chamada @g®morfismg isto &, um

A 1y

func&o biunivoca que preserva aquelas operacoesellambém que R esté "imerso” em C.

A expressédo x = (x, 0) agora tem um significadotonmais preciso; operar em C com (x, 0) condu:
mesmos resultados que aplicar a mesma operacao svbie a variavel x.

2) Ha relacdes de ordem em C?

Um fato muito interessante no plano complexo éguisgée:ndo se trabalha com relacdes de ordem em Enr
outras palavras, dados os numeros complexos n&oha entre eles nenhuma relagcao doztipg ouz<w.

Em particular, um nimero complexo néo € positivmegativo! E por qué?

Consideremos, por exemplo, a unidade imaginaridei.acaso tivermos> 0, isto €, se for positivo, enté
deveriamos poder multiplicar os dois lados da dedipde pelo proprid, sem inverter o sentido de

desigualdade. Pelo menos € assim que se compostaimeeros reais. Se x for um ndmero peitivo, entaox?
também sera positivo

Mas veja 0 que aconteceria:
i>0
*i>i*0

-1 >0 @bsurdo)
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Idéntica contradi¢do ocorre se vocé considerari gueegativo. Ora, em R se tivermos um numero negatet
oposto serd positivo. Certamente desejamos quesaésesstenda ao campo complexo, entdo teriamdsNess
caso ao multiplicarem-se ambos os membros da dddayle pori ela deveria manter seu sentido. Como ver:
a seguir, porém, tal ndo ocorre em C:

i<O0
i*(-) <0
-i*l = <0

-(-1) =1 < 0 @bsurdo)

Portanto, de nada vale definir relagbes de ordenCeipois ficariamncompativeiscom as relacdes de ord
comuns no campo dos ndameros reais.

Nao deixa de ser irbnico que o problema que levodescoberta dos novos nimeros, ou seja, a extraig
raizes quadradas de numeros negativos, simplesmirgeiste no novo campo numérico, visto que ali néaé
nameros negativos.

Fazendo uma pequena incursdo ao campo filosoferig ® caso de pensar se muitos dos problemas @g
atormentam, enquanto seres humanos faliveis eatiost ndo ficariam resolvidos numa dimensao supqriic
simples fato de ali ndo existirem.

Que dimenséo é essafergunta o homem. E, de imediato, nesse tipo dmtmsuma didzia de "solucdes” nos
apresentadas pelos fiéis de qualquer tipo de crenéa podemos, porém, fazer como Bombelli ematggritmo
que afinal foi uma pseudo-solugédo com a qual gJeifda necessidade de descobrir o desconhecido.

3) As equacdes de quinto grau em diante sao resodis?

Vimos que, em 1542, em sua obra "Ars Magna", Carqamblicou a solu¢do das equacles de terceiro o
graus, exibindo as correspondentes formulas résatutjue se expressam através de radicais. Issodiagem d
necessidade de considerar a existéncia de novosrasino que veio a ser descoberto ao longo desveéirulos.

Pois bem, nesse meio tempo alguns matematicos penbaram em tentar descobrir se existe uma fo
resolutiva para equacdes de quinto grau, sextq gteupor meio de radicais.

Coube ao genial matematico francés Evariste dei$s@d811-1832)complementando um trabalho de Niels A
matematico noruegués que precedeu Galois no edtudssunto, demonstrar a impossibilidade desséucas
Portantoequacdes completas de grau 5 ou maior ndo sao reésais por meio de radicais

Abel morreu muito jovem, com 27 anos, e Galois aimdais jovem, com apenas 21 anos de idadec
tragicamente em um duel® trabalho de Abel e Galois ainda hoje é estudadocarsos avancados
Matematica.

Final

Esperamos que esse trabalho possa ter contrib@ido gsclarecer duvidas talvez ja antigas, ou despe
interesse para buscar com rigor e profundidadgemdimento de qualquer contetdo cientifico, mas desprez:
0 estudo minucioso das descobertas, das dificuddads insights de nossos antecessores. Boa dodesa

José Carlos C. Cavalcanti

Péagina anterior Inicio
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